MINISTERE DE L’EQUIPEMENT EITPE 1976
DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
— OPTION M -

( temps accordé : 3 heures )

Une base de R" étant fixée, on considere 'espace vectoriel .2 des matrices carrées (n,n) a coefficients réels
représentant les endomorphismes de R".
On distingue dans .Z les deux matrices suivantes :

00 ...00 0 0 01
10 ...00 10 0 0
g |01 ... 00| e¢=|01 0 0
00 ..10 00 ..10

de termes respectifs s;; = 1 si et seulementsij =i —1ett;; = 1sietseulementsij=i—1oui=1etj=n.
Premiere partie

1. Ecrire les transformés par S et T'd'un vecteur X = (z1, z2, ..., Tp).
Pour p entier positif, calculer S et T7.

2. Montrer que T? est orthogonale.
Calculer S”, T" et vérifier que T? = SP + {(S"7P).

3. Soit.” et 7 les sous-espaces vectoriels de engendrés respectivement par I,,, S, S, ..., S?, ...et I,,, T, T?, ..., T?, ....

Quelles sont leurs dimensions ? Quelle est leur intersection ?
4. La matrice S” est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

Deuxieme partie

Si A,B € ., on définit (A|B) = %tr (A'B).
1. Montrer que (A, B) — (A|B) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
2. Calculer (S?|S9) et notamment (S?|SP) = ||SP|| et en déduire une base orthonormée du sous-espace ..
3. Montrer que les éléments 77, 0 < p < n — 1, constituent une base orthonormée du sous-espace .7.
4. Exprimer le produit scalaire (S?|T77) en fonction des produits scalaires (S?|S7).
En déduire que T? — S? est orthogonale a tout élément o de ..
Existe-t-il un élément o™ € . autre que S” ayant la propriété de rendre 7% — o™ orthogonale a tout o € .?
5. Montrer que si 7 € .7, il existe un seul élément o* € . tel que 7" — o™ soit orthogonale au sous-espace ..

*
Montrer au moyen de l'inégalité de Schwartz que m est maximum pour o = o”.
a|.||r

Troisiéme Partie

=

Montrer que pour p et g entiers quelconques ||SPTY|| = || 79S|, 1a valeur étant indépendante de g¢.
2. Soit & 'ensemble des produits a gauche des éléments o de . par T :

E={e=0T|ocecS}.

Choisir une base de ce sous-ensemble & de £ et en déduire que 07" = 0 si et seulement si o = 0.
3. Sie € &, déterminer 7 € .7 tel que e — 7 soit orthogonal a tout élément de .7.



